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簡介 

     

    行列式，在中國公元前 2 世紀的 <<九章算術>> 裡就已用行列式，往後的年

代，後人沒有把它發揚光大，待西方在 2 千年後才用到並加以深究推展。行列式

在數學、 物理中常常使用，對人類文明發展起著重要作用。 

 

    從幾何上理解行列式，將每一列視為一個向量，行列式就是這些向量構成的

多維多面體的體積。充份展現數與形結合之完美及數學之嚴謹性。 

 

    三階行列式是二階行列式的後繼學習，也是後續教材學習中一個有力的工具。

而教學內容主要圍繞三階行列式展開的對角線法則進行探究，如何理解三階行列

式展開的對角線法則，性質的推導、應用延伸至克拉瑪公式解三元一次方程組是

教學計劃的重點內容。 
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本章節的教學目標、內容、設計創意和特色如下: 

 

教學目標 
知識與技能 

 

 

 

1. 推演三階行列式對角線展開法則 

2. 掌握三階行列式的性質 

3. 運用性質解決三階及更高階行列 

  式的題型 

4. 三階行列式之應用 

5. 克拉瑪公式解三元一次方程組 

 

過程及方法  提前預習準備、同儕間相互討論、 

動手做數學實驗、類比總結法則和 

熟練各類型題目 

 

情感、態度

和價值觀 

1. 培養學生積極自主探究 

2. 協作式學習，加強人際間溝通和 

   表達能力 

3. 增進對數學之興趣和思維能力 

 

主要內容 
1. 三階行列式展開之探究 

2. 三階行列式之性質 

3. 三階行列式之應用 

4. 三階行列式克拉瑪公式  

 

設計創意和特色 
1. 透過類比方法，讓學生自主發現知識 

2. 藉著手機的協助，驗證學生的猜想 

3. 通過分組討論，促進同學間的腦力激盪 

4. 遊戲，活躍了課堂氣氛 

5. 使數學變成活學活用，易於親近，發現其美 
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教學進度表 

 

 

 

起 止 教學內容 節數 

2017/02/07 2017/02/07 三階行列式展開之探究 

 

1 

2017/02/09 2017/02/09 三階行列式之性質 

 

1 

2017/02/14 2017/02/14 三階行列式之應用 

 

1 

2017/02/16 2017/02/16 三階行列式克拉瑪公式 

 

1 



1 

延伸 

教案 

本單元知識架構為 : 

 

 

 

 

 

 

 

教學內容  :  三階行列式展開探究、三階行列式的性質、三階行列式的應用 

          、三階行列式克拉瑪公式。 

 

教學重點 : 三階行列式對角線展開法則及其形成過程，三階行列式的性質和三 

           階行列的應用，利用克拉瑪公式判斷三元一次方程組的無解和無限組            

            解。 

 

教學難點 : 如何讓學生總結展開法則，三階行列式性質的推出及如何靈活運用 

           解決各種不同類型應用題目。 

 

    行列式雖然不在高中數學基本學力要求當中，作為各學校自主的校本課程之

內，綜觀過往兩岸的聯考題目當中，不難發現某些題目也加插了相關概念，在更

高等的數學領域裡，行列式描述是一個線性變換對體積所造成的影響。無論是線

性代數、多項式理論，還是在微積分學中，行列式作為基本的數學工具，都有著

重要的應用。作為數學通往高等數學不可或缺的工具且為聯考題型，讓學生去了

解，甚至是掌握是有其必要性。 

 

 

 

 

 

 

二階行列式特徵

徵 

三階行列式展開 

的對角線法則 
性質 

類比 總結 練習 
三階行列式特徵 

(項及符號) 

應用 克拉瑪公式 

推廣 



2016/2017 年度教學奬勵計劃 2 

三階行列式的展開探究 

教學目標 

知識技能目標 讓學生推演三階行列式的對角線展開法則 

過程方法目標 體會類比推廣過程，體會歸化思想 

情感態度目標 體會數學思維方式，感受數學之美，激發學習數學的積極

性 

 

教學內容分析 : 

 

本節內容是二階行列式之延續，通過類比、推廣、分組討論、發現、手機輔， 

由二階行列式推演總結三階行列式對角線法則並加以應用。 

  

 

學生學習情況分析 : 

 

學生的知識層面現況是 : 普遍知道二階行列式的相關知識和運算。 

學生在能力和情感的現況是 : 一般同學對數學也有求知性，對於類比、推廣和 

                           歸納等數學思想也有所體會，但普遍地需要加   

                           強。 

 

 

設計思想 : 

 

學生已學會二階行列式的運算，藉著二階行列式展開後每一項的特徵(包括

符號)，透過觀察、分析、比較和歸類而形成對三階行列式每一項(包括符號)特徵

的認知，從二階行列式展開的對角綫法則逐歩內化成三階行列式的對角綫法則，

感悟類比思想在數學研究中的應用。學生在一般數學學習中，常常只關注於知識、

記憶和結果，往往忽略了概念形成、過程體會、數學能力培養，設計上希望學生

能不用透過大量模仿而變得枯燥乏味，更著重法則的由來過程，重點培養學生的

類比思維能力，而三階行列式對角線法則能提供學生體驗數學類比思維的一個難

得內容，能培養學生的歸類思想。上課其間准許每組透過手機程式輔助計算答案，

藉以總結規律。學生能開宗明義地在課室裡拿出手機，會增加學生的参與性和體

驗科技的實用性。在課堂練習部份，題目是例題推廣，帶出部份三階行列式的性

質。 
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教學過程 

 

建立概念 

請觀察下列二階行列式 

 |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = 𝑎 × 𝑑 − 𝑐 × 𝑏 

 

問題 : 

(1) 二階行列式有多少個元素?  

(2) 展開式有多少項? 符號如何? 

(3) 每一項有多少個元素相乘 ?  

(4) 組成每項之元素是否位於相同列或相同行? 

說明 : 通過對二階行列式問題複習，使學生觀察二階行列式是由四個元素組成，

分布成兩行兩列的方陣，展開後共有兩項，且每一項由兩個元素相乘而成，相乘

兩個元素在行列式中位於不同行不同列。 

 

新課引入 

問題 : 

(老師) 模仿二階行列式能寫出一個三階行列式嗎? 

(學生) 例 : |
2 1 3
3 0 4
5 −1 6

|      (老師) |

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

| 

(老師) 三階行列式有多少個元素?  (學生)  9 個 

(老師) 展開後有多少項? 每一項由多少個元素相乘之積? 

      提示 : 跟據二階行列式展開後每一項均由不同行不同列的元素相乘而

成?  

(學生) 6 項，分別為 𝑎1𝑏2𝑐3，𝑎3𝑏2𝑐1，𝑎2𝑏3𝑐1，𝑎3𝑏1𝑐2，𝑎2𝑏1𝑐3，𝑎1𝑏3𝑐2，每一項

有三個元素 

(老師) 能確定每一項的符號嗎 ? 

(學生) 學生分組，工作紙，藉著手機程式找結果而總結規律 
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備註 : 預先要求學生回家下載並嘗試使用 

 

(老師) 學生以實物投影答案 

(老師) 總結為 

      |

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

| = 𝑎1𝑏2𝑐3 + 𝑎2𝑏3𝑐1 + 𝑎3𝑏1𝑐2 − 𝑎3𝑏2𝑐1 − 𝑎2𝑏1𝑐3 − 𝑎1𝑏3𝑐2 

(學生) 總結三階行列式展開的對角線法則 

(老師) 學生以實物投影答案 

                 

例題分析 

(1) 求下列行列式之值             

    |
1 2 3
2 0 −2

−3 2 −1
|                      
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練習 

(1) 求下列行列式之值                

(a) |
2 0 −2
1 2 3

−3 2 −1
|   (b) |

2 4 6
2 0 −2

−3 2 −1
|           

(2) 解下列方程式  

   |
𝑥2 𝑥 1
25 5 1
9 −3 1

| = 0 

說明 : 練習是對應例(1)的行列式性質，有助於對行列式知識的延伸 

活動 : 分組併出行列式答案 

課堂總結 

1. 三階行列式的概念 

2. 三階行列式展開的對角線法則 

3. 三階行列式基本性質 

 

課堂分組活動 

每組同學利用 “數”， “學”， “生”， “習”， “要”， “0”， “0”， 

“0”， “0”，構成一個有意義的三階行列式，必須巧妙應用三階行列式展開 

“減” 的性質。 

課後作業 

工作紙 
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課堂分組工作紙 

讓每一組學生利用箭頭總結三階行列式展開的規律，並於黑板上張貼給展示 

 

請畫上箭頭總結三階行列式展開規律 

|

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

| 
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每一位同學工作紙 

讓每位同學除了分組外，也有個人的思考時間 

姓名 :                班別 :              學號 :          日期 :        

探究三階行列式展開的對角線法則 

複習  

展開二階行列式 |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| =           

(1) 二階行列式共有多少個元素 ?        

(2) 展開後共有多少項 ?        符號如何 ?        

(3) 每一項由多少個元素組成 ?        

(4) 組成每項之元素是否位於相同列或同行 ?         (是/否) 

 

新課 

請模仿二階行列式，寫出一個你自己的三階行列式  

                                                              

三階行列式模式為  

                                    

猜想項數 

(1) 三階行列式共有多少個元素 ?        

(2) 每一項由多少個元素組成 ?        ( 根據每項由不同行不同列元素相乘而成的原則 ) 

(3) 展開後共有多少項 ?         

   請詳細寫出每一項                                                  

   

猜想符號 

請不重複地隨意以 1，2，3，4，5，6，7，8，9 代替

 𝑎1，𝑎2，𝑎3，𝑏1，𝑏2，𝑏3，𝑐1，𝑐2，𝑐3 各元素位置 

𝑎1 =      ，𝑎2 =      ，𝑎3 =      ，𝑏1 =      ，𝑏2 =      ，𝑏3 =      ， 

𝑐1 =      ，𝑐2 =      ，𝑐3 =      。 

利用手機程式計算 |

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

| =          

展開後正負號各有多少個 ? 

 𝑎1𝑏2𝑐3 𝑎2𝑏3𝑐1 𝑎3𝑏1𝑐2 𝑎3𝑏2𝑐1 𝑎2𝑏1𝑐3 𝑎1𝑏3𝑐2  

計算數值        

 猜想符號 1       總和 =      

        

猜想符號 2       總和 =      
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…………       總和 =      

三階行列式 |

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

| 展開式為                                       

 

三階行列式展開的記憶方法 

(請用箭頭總結三階行列式展開規律)  

(1)                                    (2) 

                                

|

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

|            |

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

| 

 

例題                             

(1) 求下列行列式之值               

 

    |
1 2 3
2 0 −2

−3 2 −1
|                   

 

 

練習 

(1) 求下列行列式之值 

(a) |
2 0 −2
1 2 3

−3 2 −1
|                       (b) |

2 4 6
2 0 −2

−3 2 −1
| 

 

 

(2) 解下列方程式 

   |
𝑥2 𝑥 1
25 5 1
9 −3 1

| = 0 
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功課   

求下列各三階行列式的值 

(1) |
2 1 −3
0 2 2

−2 3 −1
|      

(2) |
0 −5 11
0 2 6
0 3 7

|     

(3) |

𝑎 ℎ 𝑔
ℎ 𝑏 𝑓
𝑔 𝑓 𝑐

| 

 

(4) 已知三角形三頂點分別為 A(1,4)，B(2,7)，C(−5,6)，求三角形 ABC 面積 

 

(5) 請用三個二階行列式表示三階行列式 |

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

| 

反思及建議，試教評估 

本課節預設的某些部份沒有足夠時間實行，學生在猜想三階行列式展開的各

項和符號部份，超出了所預期的時間，日常缺少探索為主的課題使目標沒有完全

達成。但慶幸的是，也有少部份學生能從自我探索中發現其規律，感受了數學的

美。實物投影機沒有足夠時間使用，使學生不能向別的同學解釋其思路過程，感

覺有點遺憾，在往後的課堂中定會繼續使用。利用行列式的展開規律而湊成一句

中文句子的數學遊戲活動，看到了學生的融入、自主、積極参與及笑容展現。 

往後的教學中，有需要加強學生對課題的探索能力，多設計符合相關課題且

有趣的數學活動 

 

要點摘錄 

(1) 日常課堂多加入探索為主課題 

(2) 使用實物投影機讓學生解釋其思路 

(3) 找尋更多能手機應用程式，方便學生的學習 

(4) 多設計符合相關課題且有趣的數學活動 
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學生在課堂內之分個別探究(一) 
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學生在課堂內之分個別探究(二) 

課堂活動分組的標準答案 
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第一組學生答案 

第四組學生答案 
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活動情況 
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三階行列式之性質 

教學目標 

知識技能目標 三階行列式的基本運算、符號的規定，認識三階行列式性

質並能運用於行列式的計算中，簡化運算過程。熟知行列

式降階的概念並能運用於三階或以上行列式的計算 

 

過程方法目標 教師作實例演示、以答問法作思考引導。學生分組討論並

各組獨立總結性質，及邀請部份同學上台實作演練。 

 

情感態度目標 能發現數學的實用性和簡單之美，體會行列式的運算性質

可以幫助簡化計算，讓較複雜的行列式動力去運算變成可

能。 

 

教學內容分析 : 本節主要介紹三階行列式的基本性質和行列式降階法之使用。 

               為下節解決不同類型題目作準備。 

 

學生情況分析 : 前一節學生已分組探究三階行列式對角線法則能基本展開運 

              算，對性質證明有了基礎，在功課中、個別性質以特例方式有 

              所接觸。 

 

設計思想 : 學生在前一節中，學生能透過對角線展開方法求三階行列式的值， 

           但面對某些有共通性質而每項數值較大的行列式，顯然盲目使用對 

           角綫法則展開並不是最佳方法，經過行列式性質推演證明和大數值 

           行列式的運算的示範，學生對性質的功用尤其深刻，使用時也豁然 

           開朗。 
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教學過程 

 

複習 

三階行列式對角線展開法則 

 

132321

333

222

111

cbacba

cba

cba

cba

 + 213 cba
3 2 1 1 3 2 2 1 3a b c a b c a bc    

 

(老師) 三階行列式一共三行三列，共九個數。展開後總共有六項。將九個數能運

算成一個數的計算規則。 

 

(老師) 利用三階行列式對角線展開法則講解例 1 : 求 |
5 −1 3

−3 0 2
2 4 1

| 

(同學) 演練 (1) |
1 3 −2
2 −1 4
1 −11 13

| ，並同時邀請一位同學上台演練 

 

引入新課 

 

(讓全班同思考) 如果是 |

𝑎1 𝑏1 𝑐1 𝑑1

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

𝑎3 𝑏3 𝑐3 𝑑3

𝑎4 𝑏4 𝑐4 𝑑4

| 有多少項作運算 ? 

(同學猜想答案) 8 項，4 正 4 負項 

(老師) 是否依對角線法則展開 ? 

(同學) 是 

(老師) 降階法：依







，循某一行或某一列降成二階行列式。 

(老師) 若依第一列展開則有 𝑎1 |
𝑏2 𝑐2

𝑏3 𝑐3
| − 𝑏1 |

𝑎2 𝑐2

𝑎3 𝑐3
| + 𝑐1 |

𝑎2 𝑏2

𝑎3 𝑏3
| 

                      = 𝑎1𝑏2𝑐3 + 𝑎2𝑏3𝑐1 + 𝑎3𝑏1𝑐2 − 𝑎3𝑏2𝑐1 − 𝑎1𝑏3𝑐2 − 𝑎2𝑏1𝑐3 
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(老師) 在 D = ||

𝑎11 𝑎12 …
𝑗 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛

… 𝑎𝑖𝑗 …
𝑖

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

|| 中，劃去元素 𝑎𝑖𝑗 所在的第 𝑖 行和第 𝑗  

       列後所構成的 𝑛 − 1 階行列式，稱為元素 𝑎𝑖𝑗 的子行列式，用∆𝑖𝑗表 

 

       示，符號為 (−1)𝑖+𝑗。上例中 𝑎1 所對應為 𝑎11，其子行列式為  

 

       |
𝑏2 𝑐2

𝑏3 𝑐3
|，符號為 (−1)1+1 = 1 為正號。 

 

(老師) 同學可自選某一行或某一列作降展開成三個二階行列式，請注意每項符 

      號 

 

(老師) 如果是 |

𝑎1 𝑏1 𝑐1 𝑑1

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

𝑎3 𝑏3 𝑐3 𝑑3

𝑎4 𝑏4 𝑐4 𝑑4

| 有多少項作運算 ? 

 

(同學) 依降階法變成四個三階行列式 

 

(老師) 請注意每項符號 |

+ − + −
− + − +
+ − + −
− + − +

| 

 

(老師) 化四個三階行列式是否很費時，現介紹一些幫助化簡的方法，行列式的 

       性質 

 

(老師) 請同學利用對角線法則把 |

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

| 和 |

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3

| 的值算出 ? 

      結果如何 ?  題目的特徵如何 ? 

 

(同學) 結果一樣，題目行列互換 

 

(老師) 性質一，行列互換，其值不變 
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(老師) 若將 |

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

|  某兩行或兩列互調後算出的值和原來的值比較又如 

      何? 

 

(同學) 數值變號 

 

(老師) 性質二，兩行(或兩列)互調，其值變號 

 

(老師) 例題 : 求 |
−10 20 40

1 3 6
8 9 −7

| 和 |
−1 2 4
1 3 6
8 9 −7

|，答案結果有什麼關係 ? 

(同學)  10 倍 

 

(老師) 性質三，任一行(或一列)，可提出公因數 

 

(老師) 昨天功課有性質四，若一行或一列全為 0 ，行列式的值為 0 

 

      老師利用投影示範其餘性質 

(老師) 性質五，兩行(或列)成比例時，其值為 0 

 

(老師) 性質六，將任一行(或列)的元素乘以 k 倍加到另一行(或列)，其值不變 

 

(老師) 性質七，兩個三階行列式，若有兩行（列）同一位置元素皆相同，則可 

      相加成一個三階行列式。 

 

小結 : 

(1) 把行列式展開只有對角綫法則嗎 ? 還有更好的選 

   擇嗎 ? 若有，這是什麼 ? 

(2) 若遇到一個四階以上行列式，也可使用降階方法 

(3) 也可透過行列式性質輔助化簡 

(4) 延伸資訊 

介紹 Texas Instruments Ti-nspire cx CAS 計數機 

在行列式化簡中，同學很難立即檢視答案之正 

確與否，除了能使用手機 app 輔助核對，市面 

上一些計數機也有類似功能，介紹同學作為輔 

助核對答案之用。 
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功課 

(1) 利用降階方去把下列各行列式降階 

(a)  |
2 2 5

−2 1 2
6 3 9

|                       (b) |

2 3 4 3
3 1 5 −2
3 2 2 2

−2 4 4 5

| 

(2) 求下列各三階行列式之值 

(a) |
3 1 −4

−6 −2 8
5 13 27

|     (b) |
2 4 8
3 9 27
4 16 64

|     (c) |
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐

𝑏 + 𝑐 𝑐 + 𝑎 𝑎 + 𝑏
| 

 

反思及建議，試教評估 

本章授課內容為行列式的性質，主要是三階行列式，再擴展至更高階行列式。

學生若能掌握三階的性質和降階方法，對於更高階行列式的化簡及求值也屬不難。

學生在學習降階時，往往忽略了子行列式之元素。而性質三和性質六為化簡時常

用，授課時也重點講解。某些大數值題目(如功課 2(b))，學生在運算以後，會深

深感受性質對於行列式求值之妙用。在輔助工具方面，學生往往運算以後不知答

案正確與否。現今學生每人有一部智能手機是常見之事，除了上一節介紹手機的

app，能充份利用手機之用。今節更介紹了現在比較流行之計數機 Texas 

Instruments Ti-nspire cx CAS，這計數機除了行列式求值之外，也有不少數學，甚

至是物理、化學功能，對學生的學習有莫大裨益。 
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三階行列式的應用 

教學目標 

知識技能目標 讓學生熟練行列式不同題型，如因式分解(含 Vandermonde

行列式)， 不等式等證明 

 

過程方法目標 透過啓發，演示，學生自主探索和實作的學習過程，完善

認知和掌握知識過程 

 

情感態度目標 讓學生感受數學問題探索的樂趣和成功的喜悅 

 

  

教學內容分析 : 因式分解是指把一個多項式化為幾個最簡整式的形式，不等式 

               是指表示二個量之間不等的敍述。這些都是初等數學中的重 

               點，也是一個難點，是初等數學中最重要的恆等變形和數學思 

               維之一。而被廣泛應用在初等數學解高次方程、高次不等式、 

               求根、作圖等各方面。而行列式作為解決高等數學的重要工 

               具，本節是用高等數學的重要工具來解決一些初等數學中的難 

               點問題—因式分解及不等式。 

 

學生情況分析 : 學生於初中已學會基本的因式分解和簡單的不等式，高中一學 

               了高次不等式，有部份學生已忘記。前兩節已學會三階行列式 

               之展開、性質運用及降階方法。掌握程度是可以的。 

 

設計思想 : 把初中的因式分解和不等式這兩大課題和高等數學的行列式整合是 

          本節教學的重點。學生已對初中的因式分解和不等式等性質和方法 

          都已遺忘，必需作簡單的複習。對於用行列式結合因式分解和不等 

          式，同學不僅掌握多一種因式分解形式。通過學習高等數學知識來 

          解決被初等數學問題，可增加同學學習高等數學的學習興趣。使高 

          等數學是不難易於觸摸，對學習高等數學奠定一定的知識和心理基 

          礎。 
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教學過程 

 

複習 

(老師) 例 1 :  解不等式  3𝑥3 + 2𝑥2 − 7𝑥 + 2 > 0 

             解 : 當 𝑥 = 1 

                  3 × 13 + 2 × 12 − 7 × 1 + 2 = 0 

                  由因式定理，不等式左邊含有因式 (𝑥 − 1) 

                  除 (𝑥 − 1)，商為 (3𝑥2 + 5𝑥 + 2)，因而不等式 

                  可寫為 (𝑥 − 1)(3𝑥2 + 5𝑥 + 2) > 0 

                      即 (𝑥 − 1)(𝑥 + 2)(3𝑥 − 1) > 0 

                         ∴  −2 < 𝑥 <
1

3
，𝑥 > 1   

 

(老師) ①將不等式化為(x-x1)(x-x2)…(x-xn)>0(<0)形式，並將各因式 x 的係 

         數化“+”；(為了統一方便) 

   ②求根，並在數軸上表示出來； 

   ③由右上方穿線，經過數軸上表示各根的點（為什麼？原因為：當 

         x=+   時不等式左側恒為正。）； 

   ④若不等式（x 的係數化“+”後）是“>0”,則找“線”在 x 軸上 

         方的區間；若不等式是“<0”,則找“線”在 x 軸下方的區間. 

         注意：奇穿偶不穿 

 

             

(同學) 練習 : 解不等式  𝑥3 − 3𝑥2 − 4𝑥 > 0 

 

引入新課 

(老師) 例 2 : 試證 |
𝑎2 𝑏𝑐 𝑎2

𝑏2 𝑏2 𝑎𝑐
𝑎𝑏 𝑐2 𝑐2

| = |
𝑎𝑐 𝑏𝑐 𝑎𝑏
𝑏𝑐 𝑎𝑏 𝑎𝑐
𝑎𝑏 𝑎𝑐 𝑏𝑐

| 

            證 : |
𝑎2 𝑏𝑐 𝑎2

𝑏2 𝑏2 𝑎𝑐
𝑎𝑏 𝑐2 𝑐2

| =
1

𝑎𝑏𝑐
|
𝑎2𝑐 𝑎𝑏𝑐 𝑎2𝑏
𝑏2𝑐 𝑎𝑏2 𝑎𝑏𝑐
𝑎𝑏𝑐 𝑎𝑐2 𝑏𝑐2

| = |
𝑎𝑐 𝑏𝑐 𝑎𝑏
𝑏𝑐 𝑎𝑏 𝑎𝑐
𝑎𝑏 𝑎𝑐 𝑏𝑐

| 

(同學) 練習 (1) 證明 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 是 |
𝑎2 𝑏𝑐 𝑎2

𝑏2 𝑏2 𝑎𝑐
𝑎𝑏 𝑐2 𝑐2

| 的因式 

           (2) |
1 𝑎 𝑎2

1 𝑏 𝑏2

1 𝑐 𝑐2

| = (𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏) ( Vandermonde 行列式) 
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(老師) 例 3 : 解不等式 |
4 − 𝑥 3 1

1 3 − 𝑥 4
2 4 2 − 𝑥

| > 0 

          解 :       |
4 − 𝑥 3 1

1 3 − 𝑥 4
2 4 2 − 𝑥

| = |
8 − 𝑥 3 1
8 − 𝑥 3 − 𝑥 4
8 − 𝑥 4 2 − 𝑥

| 

                     = (8 − x) |
1 3 1
1 3 − 𝑥 4
1 4 2 − 𝑥

| = (8 − 𝑥) |
1 3 1
0 −𝑥 3
0 1 1 − 𝑥

|  

                     = (8 − 𝑥) |
−𝑥 3
1 1 − 𝑥

| = (8 − 𝑥)(𝑥2 − 𝑥 − 3) > 0 

                   即求 (x − 8)(𝑥2 − 𝑥 − 3) < 0 

                    ∴ 𝑥 <
1−√13

2
 或 

1+√13

2
< 𝑥 < 8 

(同學)  練習 : 解不等式 |
2𝑥 2 3

2𝑥2 4 9
2 1 1

| > 0 

功課 

1. 求行列式之因式 |
1 𝑎2 𝑎3

1 𝑏2 𝑏3

1  𝑐2 𝑐3

|        

2. 𝑥 的方程式 |

𝑎11 − 𝑥 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 − 𝑥 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33 − 𝑥
| = 0， 

求 (a) 三根之和 (b) 三根之積 

 

3. 求行列式之因式 |

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑
𝑏 𝑎 𝑑 𝑐
𝑐 𝑑 𝑎 𝑏
𝑑 𝑐 𝑏 𝑎

| 

4. 𝑎, 𝑏 是什麼實數時，不等式 |
𝑥2 𝑏 𝑥
1 −𝑎 𝑎
𝑥 1 −1

| > 0 的解是 1 < 𝑥 < 2 

 

5. 解不等式 |

1 − 𝑥 6 1 1
1 3 − 𝑥 4 1
1 1 4 − 𝑥 3
1 1 1 6 − 𝑥

| < 0 
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反思及建議，試教評估 

學生雖有學過高次不等式之求解，但部份同學已經遺忘，故複習解高次不等

式的規則是十分有必要的，否則就會影響新課程的教學，在練習中，也加入了特

殊行列式，希望學生能掌握一些固定行列式的模式。 
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三階行列式克拉瑪公式 

 
教學目標 

 
知識技能目標 學生瞭解三階行列式克拉瑪公式，能依題目所給的條

件寫出一次聯立方程式，並能用克拉瑪公式來解三元

一次聯立方程式，學生能利用克拉瑪公式解聯立方程

式問題。能利用， x ， y ， z 來討論解的可能情

況，並能特別注意 0 時的情況的處理。當方程組的

解有無限多組時，能用參數式將解正確的表示出來。

能正確的判斷三元一次三式聯立方程組恰有一解、無

解、無限多組解在幾何上所代表的情形。 

 

過程方法目標 教師作實例演示、以答問法作思考引導。學生分組討論並

各組獨立總結性質，及邀請部份同學上台實作演練。 

 

情感態度目標 能體會到日常生活中有什麼是和克拉瑪公式有關，瞭解問

題的意義，並可用其解決問題。 

 

 

教學內容分析 : 透過行列式而推導出的克拉瑪公式是一次方程組公式解的重要 

               內容，本章以三階行列式為基礎解三元一次方程組的克拉瑪公 

               式 

 

學生情況分析 : 學生已熟練三階行列式的求值，透過加減消去法和代入法解三 

               元一次方程組均已掌握 

 

設計思想 : 讓學生明白克拉瑪公式之重要性，給學生提供解三元一次方程的方 

           法，讓學生在數學領域中體會一題多解的思考樂趣。 
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教學過程 

 

(老師) 

推導克拉瑪公式： 

考慮三元一次方程組














)3(

)2(

)1(

3333

2222

1111

dzcybxa

dzcybxa

dzcybxa

，其中 x,y,z 為未知數， 

使用代入消去法解之： 

由(1) b1y+c1z=a1x+d1，由(2)  b2y+c2z=a2x+d2 

由二元一次方程組之求解可知 

22

11

cb

cb
 y=

222

111

cdxa

cdxa




，

22

11

cb

cb
 z=

222

111

dxab

dxab




 

整理可得 

22

11

cb

cb
 y= 

22

11

ca

ca
 x+

22

11

cd

cd
……………..(4) 

22

11

cb

cb
 z=  

22

11

ba

ba
 x

22

11

bd

bd
……………..(5) 

 

將(3) 
22

11

cb

cb
得 

a3

22

11

cb

cb
x+b3

22

11

cb

cb
y+c3

22

11

cb

cb
z=d3

22

11

cb

cb
………(6) 

(4)(5)代入(6)，消去 y,z 

a3

22

11

cb

cb
x+b3(

22

11

ca

ca
 x+

22

11

cd

cd
)+c3(

22

11

ba

ba
 x

22

11

bd

bd
)= d3

22

11

cb

cb
 

整理之後得 

(a3

22

11

cb

cb
b3

22

11

ca

ca
+c3

22

11

ba

ba
)x=d3

22

11

cb

cb
b3

22

11

cd

cd
+c3

22

11

bd

bd
 ……..(7) 

觀察(7)式，等號左端 x 的係數中，將 a1,a2,a3分別換成 d1,d2,d3及成為右端的式子， 
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a3

22

11

cb

cb
b3

22

11

ca

ca
+c3

22

11

ba

ba
=

333

222

111

cba

cba

cba

 

d3

22

11

cb

cb
b3

22

11

cd

cd
+c3

22

11

bd

bd
=

333

222

111

cbd

cbd

cbd

 

因此(7)可改寫成

333

222

111

cba

cba

cba

x=

333

222

111

cbd

cbd

cbd

 

 

同理若令=

333

222

111

cba

cba

cba

，x=

333

222

111

cbd

cbd

cbd

，y=

333

222

111

cda

cda

cda

，z=

333

222

111

dba

dba

dba

 

則可得














z

y

x

z

y

x

 

結論： 

(a)若0，則方程組恰有一解：。[克拉瑪公式] 

 

(b)若=0 則方程組無解或無限多解。 

 

(c)若=0，∆𝑥、∆𝑦、∆𝑧有一不為 0，則方程組無解。 

例 1 : 試以克拉瑪公式解方程組 {

7𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 − 7 = 0
2𝑥 + 5𝑦 + 3𝑧 − 20 = 1
5𝑥 − 𝑦 + 5𝑧 − 10 = 8

 

     ∆= |
7 3 −2
2 5 3
5 −1 5

| = 265 ≠ 0，方程組恰有一解 

          ∆𝑥= |
7 3 −2

21 5 3
18 −1 5

| = 265 

     ∆𝑦= |
7 7 −2
2 21 3
5 18 5

| = 530    ∆𝑧= |
7 3 7
2 5 21
5 −1 18

| = 795 
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(同學) 

試以克拉瑪公式解方程組 

 

練習 1. {

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 2
2𝑥 + 5𝑦 + 3𝑧 = 7
3𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = −1

       2. {

−4𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = −1
3𝑥 + 𝑦 + 3𝑧 = 1

2𝑥 + 4𝑦 + 5𝑧 = 3
 

 

功課 

試以克拉瑪公式解方程組 

1. {

2𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = 0
6𝑥 + 3𝑦 − 8𝑧 = 0
2𝑥 − 𝑦 + 5𝑧 = 4

         2. {

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 2
2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2

𝑥 + 2𝑦 + 5𝑧 = 2
           

3. {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3
𝑥 + 2𝑦 + 𝑚𝑧 = −1

2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
 (m 為常數) 

4. 若方程組 {

5𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 = 0
2𝑥 + 𝑦 + 3𝑧 = 𝑎

𝑥 + 4𝑦 + 𝑏𝑧 = 17
 有無限多組解 

(a) 求 𝑎, 𝑏 之值         (b) 求此方程的解       [台文 2011] 

 

 

反思及建議，試教評估 

三階行列式克拉瑪公式，學生在使用時因需計算四個三階行列式，故很多學生會

採用過往的加減消去法和代入法計算。學生在結論為 ∆= 0 判斷方程無解或無限

組解時往往容易判斷錯誤。 

 

參考文獻 :  

矩陣與行列式 (建興文化事業有限公司) 

 

相關教材 :  

校本教材 
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