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簡介 

數列可以表示為 )(nfan  , 是一般函數 )(xfy  的特殊情形. 數列又是一種離

散函數, 是一種重要的數學模型. 等差數列、等比數列是一次函數、指數函數的離散

化. 從函數的觀點、模型的觀點、離散的角度認識數列. 

本專題的教學目標、主要內容、設計的創意與特色如下表： 

教學目標 

 

知 識 與

技能 

1. 了解數列的概念、數列的通項公式、數列的前 n 項和公式； 

2. 理解等差數列、等比數列、等差中項、等比中項等概念； 

3. 掌握等差數列與等比數列的通項公式、前 n 項和公式、等差

數列與等比數列的性質； 

4. 會求數列的極限； 

5. 掌握數學歸納法； 

6. 運用數列的有關知識解決有關的問題. 

 

過 程 與

方法 

1. 從函數的觀點理解數列, 體會等差數列與一次函數的關

係、等比數列與指數函數的關係； 

2. 通過“問題”、“觀察”、“探究”、“思考”、“交流”、

“實驗”等一系列的數學活動, 改進學習的方式, 提昇學習

的效率, 體驗數學的發現與創造的歷程. 

情感、態

度 與 價

值觀 

1. 發展獨立地獲取數學知識的能力,  數學的表達與交流能

力； 

2. 激發學生學習數學的興趣. 
 

主要內容 

1. 數列的基本概念； 

2. 等差數列與等比數列； 

3. 數列的極限； 

4. 數學歸納法； 

5. 數列的應用. 

設計創意

和特色 

1. 以生動活潑的形式呈現, 建立等差數列與等比數列這兩種數學模型, 探索

並掌握它們的一些基本數量關係, 感受這兩種數列模型的廣泛應用, 並利

用它們解決一些實際問題； 

2. 問題導引, 培養問題意識, 孕育創新精神； 

3. 從問題中抽取“形”與“數”, 讓形與數、數與形互動； 

4. 注重信息技術與數學課程的整合； 

5. 體會數學的文化價值； 

6. 讓教學變成研究. 
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教學進度表 

起 止 教學內容 節數 

2014/10/20 2014/10/20 數列的基本概念 1 

2014/10/21 2014/10/24 等差數列與等比數列 4 

2014/10/27 2014/10/27 數列的極限 2 

2014/10/28 2014/10/28 數學歸納法 1 

2014/10/29 2014/10/31 數列的應用 3 
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教案 

數列是定義域為自然數集的實值函數, 數列是一種離散函數。等差數列、等比

數列又是一次函數、指數函數的離散化. 無限數列的求和涉及極限過程，數學歸納

法是一種重要的證明方法。 

【學情分析】 

今年，我的教學班為高三 2 個文科班, 高三丙班與高三戊班。每個班只有 3~5

個學生的基礎好，動手能力強。多數學生數學的基礎薄弱，更準確的說不是在學數

而是在背數。主要反映在：完全依賴課堂上的演算法則，沒有養成獨立思考的學習

習慣；對概念與公式一味的死記硬背，缺乏理解；不善於總結歸納相似的數學問題；

面對自己的錯誤和不會的題型，不知所措。 

【教材分析】 

1.知識架構  

 

2.重點與難點 

重點 數列的定義； 

等差數列與等比數列的定義、通項、性質、前 n 項和； 

數列的極限、數學歸納法、數列的應用. 

難點 用函數的觀點、模型的觀點、離散的觀點去理解數列. 

 

數列 

等差數列、等比數列 

數列的極限 

數學歸納法 

數列的應用 
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本教案包含的教學內容有：數列的定義、等差數列與等比數列、數列的極限、

數學歸納法、數列的應用。 

【閱讀與思考】 

閱讀： 教材 P49—56、P204—212 

思考? 

 數列的小故事、數列的概念? 

 數列與函數的關係； 遞歸數列的意義何在? 

 數列在數學中的地位如何? 有怎樣的實用

價值? 

 等差與等比數列的定義、性質、通

項與前 n項和公式? 

 如何求數列的極限? 

 數列與數學歸納法有怎樣的聯係? 

數學歸納法的兩個步驟? 

專題一、數列的基本概念 

【教學目標】 

知識技能： 1. 理解數列的概念； 

2. 了解數列的意義及其分類； 

3. 理解數列的通項公式, 能由通項公式求出數列的各項, 同時判斷

某數是不是數列中的項, 是第幾項, 或者由數列的前幾項寫出數

列的通項公式； 

4. 理解前 n 項和的含義, 掌握從前 n 項和求數列通項的方法； 

5. 了解遞推公式的意義, 並能由遞推公式求數列的前幾項. 

過程和方法： 經歷數列的基本概念的學習, 領悟數列中的函數思想 

情感、態度與

價值觀： 

激勵學生學好數學的興趣, 倡導積極主動的學習方式 
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【內容提要】 

數列的基本概念： 

數列 按照一定的次序排列的一列數叫做數列, 數列里的每一個數

叫做這個數列的項, 各項叫做這個數列的第 1 項、第 2

項、…、第 n 項, 第一項也叫首項. 

數列的通項公式 數列 na 的第 n 項與項數 n 之間的函數關係可以用一個公式

來表示, 這個公式就叫做這個數列的通項公式. 如：1, 3, 

5, …, 通項公式為 12  nan . 

遞推公式 如果一個數列的第 n 項 na 與該數列的其他一項或多項之間存

在對應關係, 這個關係就稱為該數列的遞推公式. 例如斐波

納契數列的遞推公式為 21   nnn aaa . 

數列的分類 按項：有窮數列、無窮數列； 

按數值：常數數列、遞增數列、遞減數列、擺動數列； 

按取值範圍：有界數列、無界數列. 

數列的前 n 項和 nn aaaS  21 . 

 

【教學設計】 

教學過程 設計意圖 

一、數列的小故事 

1. 高斯念小學的時候,有一次在老師教完加法後, 因為老

師想要休息, 所以便出了一道題目要同學們算算看, 題

目是：1+2+3+…+97+98+99+100 =  

老師心裡正想, 這下子小朋友一定要算到下課了吧! 

正要藉口出去時, 卻被高斯叫住了!原來呀, 高斯已經算

出來了, 你可知道他是如何算的嗎? 

高斯告訴大家他是如何算出的：把 1 加 至 100 與 

讓同學們查閱有關數列

的小故事, 增強數學學

習的趣味性, 激發學生

學習數列的興趣. 
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100 加至 1 排成兩排相加,也就是說： 

1+2+3+4+….+96+97+98+99+100 

100+99+98+97+96+….+4+3+2+1 

=101+101+101+ .+101+101+101+101 

共有一百個 101 相加,但算式重複了兩次, 所以把

10100 除以 2 便得到答案. 

2. 據說國際象棋起源於古代印度, 象棋傳到宮中, 國王

非常高興, 決定獎賞發明者, 讓發明者任選獎品. 發明者

說：“陛下，請在棋盤的第一格裡放上一顆麥粒，在第二

格裡放上 2 顆麥粒，在第三格裡放上 4 顆麥粒，依次類

推，每個格子裡的麥粒數都是前一個格子裡的麥粒數的 2

倍，直到第 64 個格子，請給我足夠的糧食來實現上述要

求吧!”國王覺得這人真傻，不要金銀財寶，只要一些糧

食，就欣然答應。讓大臣下去兌現，才發現把全印度的

糧食都拿來也遠遠滿足不了發明家的要求。 

3．(Fibonacci 數) 一對兔子每個月能生出一對小兔子來,

如果所有兔都不死, 那麼一年以後可以繁殖多少對兔子? 

二、理解有關數列的概念 — 數列、通項公式 

1. 數列的定義? 請舉例說明.  

   (1)1, 3, 5, …; 

   (2) ,
3

1
,

2

1
,1 . 

按照一定的次序排列的一列數叫做數列, 數列里的每一

個數叫做這個數列的項, 各項叫做這個數列的第 1 項、第

2 項、…、第 n 項, 第一項也叫首項. 數列的一般形式為

 ,,,, 21 naaa , 簡記為 na . 

理解數列的定義 
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2. 數列的通項公式 

數列 na 的第 n 項與項數 n 之間的函數關係可以用一個

公式來表示, 這個公式就叫做這個數列的通項公式. 

例 1. 寫出下列數列 na 的一個通項公式? 

(1) ,
17

16
,

10

9
,

5

4
,

2

1
； 

 (2) ,
54

1
,

43

1
,

32

1
,

21

1





 ； 

(3) ,
14

6
,

11

5
,

8

4
,

5

3
. 

分析：考察學生的觀察能力, 建立項 na 與項數之間的函

數關係式 

 提示 答案 

(1) 1. 分子是項數的平方； 

2. 分母比分子大 1. 
12

2




n

n
an  

(2) . 正負號交替出現； 

. 分子為常數 1； 

. 分母為項數與項數大 1 的兩

數之積 

)1(

1
)1(




nn
a n

n

 

(3) . 分子、分母均為一等差數列； 

. 分子首項為 3, 公差為 1； 

. 分母首項為 5, 公差為 3. 

23

2






n

n
an  

數列的通項公式實際上是一個正整數集 *N 為定義域的

函數解析式, 即 )(nfan  . 

練習：寫出下列數列 na 的一個通項公式. 

通項公式： )(nfan   

 

由前幾項, 寫出數列的

一個通項公式. 

 

 

 

數列的通項公式就是項

na 與項數 n 之間的函數

關係式 
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(1) ,
4

5
,

3

4
,

2

3
,2  

___________. 

(2) ,
7

16
,

5

9
,

3

4
,1  

______
____. 

(3) ,
8

7
,

6

5
,

4

3
,

2

1 2222

  
___________. 

(4) ,
24

45
,

12

35
,

6

25
,

3

15
 

___________
 

例 2. 已知數列 na 的通項公式是 202  nnan , 

(1) 求數列的第 10 項； 

(2) 當 0na 時, 求實數 n 的值； 

(3) 求滿足不等式 0na 的實數 n 的值. 

分析：數列是一種特殊的函數, 其定義域為 *N . 

分析 答案 

(1) 2010102

10 a  
70 

(2) 0na , 則 0202  nn , n 只能取正

整數 

5 

(3) 0na , 則 0202  nn , 同樣 n 只能

取正整數 

5n  

 

練習：  

1. 寫出數列 )9030sin( n 的前五項

_________________________________________. 

 

 

 

 

 

 

 

 

由數列的通項公式, 求

數列的項, 或者已知項, 

求它是第幾項等等. 
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2. 已知數列的通項 34  nan , 則 97 是不是該數列的

項, 若是, 是第幾項. 

三、理解有關數列的概念 — 前 n 項和、遞推公式 

(1)前 n 項和： nn aaaS  21  

例 3 已知數列 na 的前 n 項和 nnSn 32  , 求 na . 

提示： 

通常, 已知 nS , 求 na 的方法：














2

1

,1

1

n

n

SS

S
a

nn

n . 

能否將第一項並入? 並讓同學猜測這個數列是什麼性

質? (貫穿函數思想) 

答案： .22  nan   

(2)遞推公式 

如果一個數列的第 n 項 na 與該數列的其他一項或多項之

間存在對應關係, 這個關係就稱為該數列的遞推公式. 

例 4. 已知數列 na 滿足 nn naaa  11 ,1 , 求

.,, 432 aaa  

答案： .6,2,1 432  aaa   

理解前 n 項和的概念. 

 

掌握由前 n 項和公式

nS , 求通項公式的方

法. 

 

 

 

 

 

 

 

 

理解遞推公式 

                               

【作業】 
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同步練習冊 P32： 一. 1~5. 

深化拓展（供有能力的同學參考） 

1. (2013 聯招)設數列{an}的前 n 項和 nnSn 22 2  , 則 an  =______________. 

2. 已知數列 na 滿足 14,1 11  nn aaa , 寫出該數列的前 5 項. 

 

專題二、等差數列與等比數列 

【教學目標】 

知識技能目標: 理解等差數列、等比數列、等差中項、等比中項等概念； 

掌握等差數列與等比數列的通項公式、前 n 項和公式； 

掌握等差數列與等比數列的性質，並能運用這些知識解決有關問題 

過程和方法目

標: 

體驗等差、等比數列中所蘊含的函數思想 

情感與態度目

標: 

培養學生觀察、分析、探究等自主的學習能力 

 

【內容提要】 

 等差數列 等比數列 

定

義 

一個數列從第二項起, 每一項與前一

項的差等於同一個常數, 這個數列就

叫做等差數列, 這個常數叫做公差, 

一個數列從第二項起, 每一項與前一項

的比等於同一個常數, 這個數列就叫做

等比數列, 這個常數叫做公比, 通常用
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通常用 d 來表示. 

daa nn  1  

q 來表示. 

)0(
1




qq
a

a

n

n  

通

項

公

式 

dnaan )1(1   

),()(  Nmndmnaa mn  

1

1

 n

n qaa  

),(   Nmnqaa mn

mn  

前

n

項

和 

)(
2

1 nn aa
n

S   

d
nn

naSn 



2

)1(
1  

)1(1  qnaSn  

)1(
11

)1( 11 








 q

q

qaa

q

qa
S n

n

n  

中

項 2

yx
A


  

xyG 2  

性

質 

若 ttlknm  , 

則 tlknm aaaaa 2  

若 ttlknm  , 

則 2)( tlknm aaaaa   

 

【教學設計】 

教學過程 設計意圖 

一、等差數列 

(1)等差數列的定義? 請舉例說明. 

一個數列從第二項起, 每一項與前一項的差等於同一個常數, 

這個數列就叫做等差數列, 這個常數叫做公差, 通常用 d 來表示. 

例 1.下列數列是不是等差數列, 若是, 寫出它的公差. 

理解函數的定

義. 
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(1)2, 2, 2；              (2)5, 3, 1； 

(3)1, 5,3 ；         (4)
4

1
,

3

1
,

2

1
. 

(2)等差數列定義的理解? 

“從第二項起”, 數列中至少要有三項； 

“每一項與前一項的差等於同一個常數”, daa nn  1 , 是證明一個

數列為等差數列的重要依據. 

(3)通項公式 

通項公式： dnaan )1(1  . 

通項公式推廣： ),()(  Nmndmnaa mn  

例 2. 求下列等差數列的通項公式： 

(1) 3,21  da ；      (2) 18,21 71  aa . 

答案： (1) 13  nan ；     (2)
2

43

2


n
an . 

練習： 

1. 已知 1, x, y, 10 構成等差數列, 則 x, y 的值分別為_________. 

2. 已知數列 na 中, 若 2,2 11   nn aaa , 則數列的通項公式為

____________. 

(4)等差中項 

 

 

 

 

 

 

等差數列的通

項公式(重點). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

等差中項 
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x, A, y 成等差數列, 則
2

yx
A


 . 

巧設等差中項： daada  ,, . 

(5)性質 

    若 ttlknm  , 則 tlknm aaaaa 2 . 

試一試： 已知數列 na 為等差數列, 且 4810932  aaaa , 則

 84 aa ______, 6a _______. 

(6)前 n 項和 

      )(
2

1 nn aa
n

S  或 d
nn

naSn 



2

)1(
1 . 

(2012 澳大數 B)已知 a、b、c、d、e、f 是一個等差數列, 若 13 da , 

22 ec , 求這個數列各項之和. 

(7)關聯性理解等差數列 

 公式 關聯性理解 

通項

公式 

dnaan )1(1   變形 )( 1 dandan  , 關聯

bkxy  (一次函數) 

前 n

項和 
d

nn
naSn 




2

)1(
1  變形 n

d
an

d
Sn 










22
1

2 , 

關聯 bxaxy  2 (常數項為 0)的

二次函數 

試一試： 

1. 若數列 na 的通項為 32  nan , 試判斷該數列是不是等差數

列. 

2. (2013 聯招)設數列{an}的前 n 項和 nnSn 22 2  , 則 an  

=_________________. 

性質(重點) 

 

 

 

前 n 項和(重

點) 

 

 

 

建立等差數列

與一次函數、

二次函數的關

係. 
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二、等比數列 

(1)等比數列的定義? 請舉例說明. 

一個數列從第二項起, 每一項與前一項的比等於同一個常數, 

這個數列就叫做等比數列, 這個常數叫做公比, 通常用 q 來表示.. 

例 3.下列數列是不是等比數列, 若是, 寫出它的公比. 

(1)2, 2, 2；     (2)0, 2, 4； 

(3)1, 3, 9；     (4)1, 2, 9. 

(2)等比數列定義的理解? 

. “從第二項起”, 數列中至少要有三項； 

. 非 0 的常數列是公式為 1 的等比數列； 

. “每一項與前一項的比等於同一個常數”, )0(
1




qq
a

a

n

n , 每一

項都不是 0, 是證明一個數列為等比數列的重要依據. 

(3) 通項公式 

通項公式： 1

1

 n

n qaa . 

通項公式推廣： ),(   Nmnqaa mn

mn  

例 4. 求下列等比數列的通項公式： 

(1) 2,21  qa ；      (2) 18,6 32  aa . 

答案： (1) n

na 2 ；     (2) 132  n

na . 

 

等比數列定義

的理解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

通項公式(重

點) 
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練習： 

1. 已知數列 na 中, nn aaa 2,1 11   , 則數列的通項為________. 

(4)等比中項 

x, G, y 成等差數列, 則 xyG 2 . 

巧設等比中項： aqa
q

a
,, . 

(5)性質 

    若 ttlknm  , 則 2)( tlknm aaaaa  . 

試一試：已知數列 na 為等比數列, 且 25102 aa , 則 93aa ______, 

6a _______. 

(6)前 n 項和 

      )1(1  qnaSn  

)1(
11

)1( 11 








 q

q

qaa

q

qa
S n

n

n . 

(7)關聯性理解等比數列 

 公式 關聯性理解 

通項

公式 

1

1

 n

n qaa  變形 1

1

 nn q
a

a
, 關聯 xay  (指

數函數) 

前 n

項和 
)1(

1

)1(1 



 q

q

qa
S

n

n  變形 n

n q
q

a

q

a
S 







11

11 , 關聯

nAqAy  (關於 n 的一個指數

式與一個常數的和構成的, 指

 

等比中項 

 

 

 

 

性質 

 

 

 

前 n 項和(重

點) 
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數式的係數與常數項互為相反

數) 

試一試：  

1. (2013 聯招)等比數列的前 n 項和 cabS n

n  , 其中 a, b, c 為常

數, 則( C ). 

A. 0ba ；  B. 0 cb ；   

C. 0 ca ；  D. 0 cba . 

三、等差數列與等比數列 

例 5. 已知在等差數列 na 中, 19,10 74  aa , 求數列的前 15 項

和 15S . 

分析：由 d
nn

naSn 



2

)1(
1 知 daS 




2

1415
15 115 , 只要求得首

項 1a 與公差 d 即可.  

又由 19,10 74  aa , 可得, 








196

103

1

1

da

da
. 

答案： 33015 S . 

例 6. 已知在等比數列 na 中, 
8

7
3,

2

1
5  Sq , 求 51, aa . 

分析：由
8

7
35 S 得

8

7
34

1

3

1

2

111  qaqaqaqaa , 代入 q 可求

1a , 然後再求 5a . 

答案：
8

1
,2 51  aa . 

進一步運用等

差(比)數列的

通項公式, 等

差(比)中項, 

性質與前 n 項

和公式. 
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例 7. 已知三個正數成等差數列, 和為 15, 若將這三個數分別加上

1, 4, 19 後, 得到的三個數成等比數列, 求這三個數. 

分析：設這三個數分別為 daada  ,, , 則有

515  adaada . 這三個數為 dd  5,5,5 , 分別加

上 1, 4, 19 後為 dd  24,9,6 , 這三個數成等比數列, 則有

)24)(6(81 dd  . 

答案：三個數分別為 2, 5, 8. 

例 8. 已知數列 na 滿足 12,1 11   nn aaa ,  *1 Nnab nn  .  

(1) 求證 nb 是等比數列; 

(2) 求 na 的通項公式. 

分析：(1)要證 nb 是等比數列, 只須證
n

n

b

b 1 為常數. 又 1 nn ab ,  

2
1

112

1

1
1 11

11 








 



n

n

n

n

n

n
nn

a

a

a

a

b

b
ab . 

(2)只要求出了 nb 的通項公式, 就可以求出 na 的通項公式. 

讓學生自己寫出解題過程. 

 

【作業】 

同步練習冊 P34~35, 三 1, 2. 

深化拓展（供有能力的同學參考） 

1. 有四個數, 其中前三個數成等差數列, 後三個數成等比數列, 關且第一個數與第

四個數的和是 37, 第二個數與第三個數的和是 36, 求這四個數. 

2. 設等比數列 na 同時滿足條件: 1,32,33 4361  qaaaa  (q 為公比). 
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(1) 求數列 na 的通項公式; 

(2) 是否存在自然數m, 使得 1

2

1 ,,
3

2
 mmm aaa 依次成等差數列?若存在, 求出m的

值; 若不存在, 請說明理由. 

 

 

 

專題三、數列的極限 

【教學目標】 

知識技能目標: 理解數列極限的意義； 

掌握數列極限的四則運算法則； 

會求一些簡單數列的極限、和式數列的極限以及無窮遞縮等比數列的前 n

項和的極限. 

過程和方法目

標: 

探求數列極限的求法 

情感與態度目

標: 

培養學生觀察、分析、探究等自主的學習能力 

 

【內容提要】 

1. 數列極限的概念 

給定一個數列 na , 如果當 n 無限增大時, na 無限趨近某一個固定的常數 A, 則

稱當 n 趨近於無窮大時, 數列 na 以 A 為極限, 記作 Aan
n




lim 或
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)(  nAan . 

2. 幾個重要的極限 

(1) 0
1

lim 
 nn

 ；    (2) CC
n




lim (C 為常數) ；  

(3)  10lim 


qqn

n
. 

3. 數列極限的四則運算法則 

如果 Aan
n




lim , Bbn
n




lim , 則有： 

BAba nn
n




)(lim , BAba nn
n




)(lim ,  0lim 


B
B

A

b

a

n

n

n
. 

特別地, 如果 C 是常數, 那麼 CACan
n




lim . 

       如果 k 是正整數, 那麼   kk

n
n

k

n
n

Aaa 


limlim . 

4. 無窮遞縮等比數列各項的和 

公比的絕對值小於1的無窮等比數列叫做無窮遞縮等比數列, 它的前n項和 nS 當

n 無限增大時的極限, 叫做這個無窮遞縮等比數列的和, 記作 S= n
n

S


lim . 

根據上述定義, 可推得 S=
   10

11

1
limlim 11 










q

q

a

q

qa
S

n

n
n

n
. 

5. 兩邊夾法則 

如果無窮數列     nnn zyx ,, 滿足： 
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(1) nnn zyx  (n=1, 2, 3, …)； 

(2) Axn
n




lim , Azn
n




lim (A 為常數). 

則有 Ayn
n




lim . 

【教學設計】 

教學過程 設計意圖 

一、理解數列的極限 

問題： 數列的極限?  

例 1. 判斷下列數列 }{ na 的極限是否存在： 

(1)  ,
1

,,
3

1
,

2

1
,1

n
；    (2)1, 1, 1, …, 1, …； 

(3)  ,
2

1
,,

8

1
,

4

1
,

2

1
n

；(4)1, -1, 1, …, 1)1(  n , …; 

(5) 2, 4, 6, …, 2n, …；(6)  ,
1

,,
3

4
,

2

3
,

1

2

n

n 
 

答案：(1)以 0 為極限；(2)以 1 為極限； 

(3)以 0 為極限；(4)極限不存在； 

(5)極限不存在；(6)以 1 為極限. 

並由此, 引出幾個重要的極限： 

理解數列的極

限 

 

(例 1)體會數列

的極限：有的

數列存在極限, 

而有的數列不

存在極限. 並

由函數的圖像

引出幾個重要

的極限. 
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0
1

lim 
 nn

 

 

CC
n




lim (C 為常數) 

 

 10lim 


qqn

n
 

 

二、求簡單數列的極限 

問題： 數列的四則運算法則?  

如果 Aan
n




lim , Bbn
n




lim , 則有： 

BAba nn
n




)(lim , BAba nn
n




)(lim ,  

 0lim 


B
B

A

b

a

n

n

n
. 

特別地, 如果 C 是常數, 那麼 CACan
n




lim . 

       如果 k 是正整數, 那麼   kk

n
n

k

n
n

Aaa 


limlim . 

例 2. 求下列極限： 

(1) )
21

(lim
2 nnn



  (2) 

n

n

n

23
lim




 

 

數列的加、

減、乘、除運

算法則 

 

 

 

 

 

 

 

(例 2)對分式型

的數列求極限. 
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(3) 
23

2
lim

2

2





 n

nn

n
  (4) 

24

3

2

3
lim

nn

nn

n 




. 

解： 

(1)原式 0020
1

lim20
2

lim
1

lim
2


 nnn nnn

. 

(2)原式 3023
1

lim23
2

lim3lim)
2

3(lim 
 nnn nnnn

. 

(3)原式
3

2

03

02

2
lim3lim

1
lim2lim

)
2

3(lim

)
1

2(lim

2
3

1
2

lim

222



































n

n

n

n

n

n

nn

nn

n

n

n
. 

(4)原式 0
02

00

1
lim2lim

1
lim

3
lim

)
1

2(lim

)
13

(lim

1
2

13

lim

2

3

2

3

2

3



































n

nn

n

nn

n

nn

nn

nn

n

n

n
. 

你發現了什麼? 

1.分式極限中, 分子的次數一定不能高於分母的次數； 

2.一般是分子分母同除以 n 的最高次數； 

3.分子的次數低於分母, 極限為 0； 

4.分子分母同次, 則極限為是分子分母中最高次項的係數之比. 

例 3. 求下列極限： 

(1)  nnn
n




2lim ；    (2)
13

4
lim

22  nnnn
. 

題

號 

解題思想 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

從例題中歸納 

 

 

 

 

(例 3)無理極限

的求法：分式

有理化. 
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(1)  

 

原式=
2

1

1
1

1

1
limlim

2





 

n

nnn

n

nn
. 

(2) 

原式=
 
   13

134
lim

22

22





 nnn

nnn

n
 

 
3

8

1
3

1
1

3
14

lim
13

134
lim

222




























n

nn

n

nnn

nn
 

 

三、和式極限的求法 

例 4. 求下列極限： 

(1)
2

321
lim

n

n

n






;       (2)

1

1

3

1

9

1

3

1
1

2

1

4

1

2

1
1

lim











n

n

n




. 

解：(1)原式
2

1

2

1
1

lim
2

1
lim

)1(
2

1

lim
2















n

n

n

n

nn

nnn
. 

(2)原式= 3

3

1
1

2

1
1

3lim

3

1
1

3

1
1

2

1
1

2

1
1

lim 















































 n

n

nn

n

n
. 

(例 4)的式極限

的求法：先化

為有限項的和, 

然後再求極限. 

 

【作業】 
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同步練習冊 P109—110, 三 1, 2 

深化拓展（供有能力的同學參考） 

1. 











1

1

9

1

81

1

9

1
1

3

1

9

1

3

1
1

lim

n

n

n




________. 

2. 已知 1
1

1
lim

2
















ban

n

n

n
, 求實數 a, b 的值.  

專題四、數學歸納法 

【教學目標】 

知識技能目

標: 

掌握數學歸納法的證明步驟； 

會用數學歸納法證明一些簡單的命題. 

過程和方法

目標: 

借助數學歸納法的教學, 探索數學歸納法的邏輯基礎, 培養學生觀察、分

析、探究等自主的學習能力 

情感與態度

目標: 

滲透“奠基、遞推”的論證方法，體現數學推理的嚴格性 

 

【內容提要】 

數學歸納法是一種證明與正整數 n 有關的數學命題的重要方法. 

兩個步驟： 

(1) 證明當 n 取第一個值 0n (例如 2,1 00  nn )時, 結論正確. 

(2) 假設當 )*,( 0nkNkkn  時, 結論正確, 證明當 1 kn 時結論也正確. 
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第一步是遞推的基礎, 第二步是遞推的根據, 兩步缺一不可.  

【教學設計】 

教學過程 設計意圖 

一、創設情境 

(1)數學歸納法的兩個步驟? 

第一步, 是為了獲得

遞推的基礎；第二步是

為了獲得推理的根據. 

二、數學歸納法 

例 1. 用數歸歸納法求證： 

(1)
nn

nn

2

2
2

22

3

2

2

2

1
32


  ( *Nn )；            

(2) nn 53  能被 6 整除( *Nn )； 

(3)  Nnnnn  且3122 . 

證明：(1) 

(i) 當 1n 時, 左
2

1
 , 右

2

1

2

21
2 


 , 左=右, 故等

式成立. 

(ii) 假設 )1( Nkkkn  且 時, 等式成立, 即 

kk

kk

2

2
2

22

3

2

2

2

1
32


  . 

    那麼當 1 kn 時, 有, 

132 2

1

22

3

2

2

2

1





kk

kk
  

12

1

2

2
2









kk

kk
 

 

(例 1)用數學歸納法證

明有關的命題. 

 

 

 

 

奠基 

 

假設 

 

 

推理(要求寫出前面的

k 項與 k+1 項) 
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12

)1()2(2
2






k

kk
 

12

2)1(
2






k

k
. 

這就是說當 1 kn 時, 等式成立. 

根據(i), (ii), 等式對任何 *Nn 成立. 

(2), (3)由同學們自己完成.  

提示： 

(2)被 6 整除, 即 6 為的因式, 可寫成 6t； 

(3)當 1 kn 時, 要證 1)1(22 1  kk . 

 

【作業】 

同步練習冊 P109, 習題三  1, 2 

深化拓展（供有能力的同學參考） 

設正數列 }{ na 的前 n 項和為 nS , 且 











n

nn
a

aS
1

2

1
, 試推測出 na 的項公式, 並用數

學歸納法加以證明. 

 

 

專題五、數列的應用 

【教學目標】 
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知識技能： 理解數列與函數的特殊與一般的關係； 

重點研究等差數列與等比數列的定義、通項、前 n 項和公式、性質, 並

能運用這些知識解決有關的就用問題； 

會用數列知識解決高考試題(兩校、澳大數 B). 

過程和方法： 運用數列知解決實際問題, 培養學生觀察、表述、探究等自主的學習能

力 

情感、態度與價

值觀： 

培養學生獨立的思考能力, 以及批判的思考能力 

【內容提要】 

(1) 如果問題所涉及的數是特殊數列(如等差數列、等比數列或與等差、等比有關的

數列等), 應首先建立數列的通項公式； 

(2) 如果問題所涉及的數列不是某得特殊數列, 一般應先考慮建立數列的遞推關係

(即 na 與 1na 的關係) ； 

解決數列的應用問題必須準確計算項數. 例如與“年數”有關的問題, 必須確定起

算的年份, 而且應準確定義 na 是表示“第 n 年”還是“n 年後”. 

【教學設計】 

教學過程 設計意圖 

一、基礎知識 

例 1. 數列 1, 3, 7. 13, 21, …的一個通項公式為(   C  ). 

A. 12  nan ；       B. 12  n

na ； 

C. 12  nnan ；    D. 542 2  nnan . 

 

(例 1)通項公式. 解題

技巧： 排除法(將 n=1, 

2, 3, …代入, 不滿足

條件的可排除). 
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例 2. 已知數列 na 的通項公式是
)1(

1




nn
an , 則

100S _______. 

提示：
1

11

)1(

1







nnnn
an . 

例 3. 設 nS 是等差數列 na 的前 n 項的和, 若
9

5

9

5 
a

a
, 則


5

9

S

S
(  A  ). 

A.1       B.2       C.
2

1
    D.-1. 

例 4. 計算機的成本不斷下降, 若每隔 3 年計算機價格降低

3

1
, 現在的價格為 8100 元的計算機, 9 年後的價格可降為(A)

元. 

A.2400       B.900       C.300    D.3600. 

例 5. 數列 ,
16

1
4,

8

1
3,

4

1
2,

2

1
1 前 n 項的和為(B). 

A.
22

1 2 nn
n


        B. 1

22

1 2





nn

n
 

C.
22

1 2 nn
n


      D.

22

1 2

1

nn
n





. 

例 6. 用數學歸納法證明： 

 *22222 )14(
3

1
)12(531 Nnnnn    

練習； 

(例 2)裂項相消法求和. 

 

 

 

(例 3)等差數列的性質. 

 

 

 

(例 4)等比數列的通項 

 

 

 

(例 5)分組求和. 

 

 

 

(例 6)數學歸納法 

 

(練習)錯位相減法 
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1. 求  032 32  anaaaaS n

n  . 

2. 設數列 }{ na 滿足 


 Nnn

aaa
a

n

n ,2
222 12

32
1  . 

(1)求數列 }{ na 的通項公式； 

(2)設
)1)(1( 1 


nn

n
n

aa

a
b , 求數列 }{ nb 的前 n 項和 nS . 

二、高考—兩校 

例 7. (2014)已知等差數列 na 中, 0,9 831  aaa . 

(1)求數列 na 的通項公式 na ； 

(2)當 n 為何值時, 數列 na 的前 n 項和 nS 取最大值, 並求

該最大值. 

 解題思想 

(1) 要求等差數列的通項, 先求首項與公差. 由已知條

件, 只須求公差 d. 

因為 0720 1183  dadaaa , 

20992092 1  ddda . 

所以

112)2()1(9)1(1  nnadnaa nn . 

(2) 法 1： 

由 )2(
2

)1(
9

2

)1(
1 







nn
nSd

nn
naS nn  

兩校試題 
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25)5(10 22  nSnnS nn . 

所以當 5n 時, nS 取最大值, 最大值為 25. 

法 2： 

由(1)知數列為遞減數列, 要使 nS 取最大值, 則每

一項為正數. 

令 5.501120  nnan . 

所以當 5n 時, nS 取最大值. 最大值為

25135795 S . 

 

例 8. (2013)已知等比數列 na 中, 32 aa  是 1a 與 2a 的等差

中項, 且
2

1
1 a , 公比 1q . 

(1)求數列 na 的通項公式; 

(2)已知數列 nb 滿足: 

 Nnnbababa nn ,122211  , 求數列 nb 的前 n 項

的和 nS . 

 解題思想 

(1) ∵ 32 aa  是 1a 與 2a 的等差中項, 

∴ 3122132 23)(2 aaaaaaa   

22

111
2

1
2

2

1

2

1
323 qqqaaqa   

2

1
0132 2  qqq (q=1 捨). 
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nn

na 




















2

1

2

1

2

1
1

. 

(2) 當 1n 時, 21 111  bba . 

當 2n 時,  

122211  nbababa nn  

1)1(2112211   nbababa nn  

兩式相減, 得 122  n

nnn bba . 

143 2222  n

nS   

)222(22 1212  n

nS   

 
62

21

212
42 2

1





 


n

n

n

n SS . 

 

練習： 

1.(2012)已知數列 na 中, 
n

n
a

aa
4

1
1,1 11   , 

12

2




n

n
a

b 其中 Nn . 

(1)求證：數列 nb 是等差數列； 

(2)求數列 na 的通項公式. 

2. (2010 兩校)數列 na 的前 n 項和 )( NnnpaS nn  且

1,21  paa , 

(1) 求數列的首項 1a 及常數 p 的值； 

(2) 若 aa 2 , 用 a 表示 543 ,, aaa , 並由此求出數列 na
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的通項公式. 

3. (2009 兩校)已知數列 na 的前 n 項和為 nS , 且

1
2

1
 nn naS , n 為正整數, 其 11 a , 求數列 na 的通項

公式. 

三、高考—澳大 

例 9. (2014)(a)大於( > ) 400, 但小於( < ) 600 的整數中, 有多

少個是 3 或 7 的倍數？ 

注意：同時是3 和7 的倍數，如441 和525 等數字亦包

括在內. 

(b) 求大於( > ) 400，但小於( < ) 600，而又是7 的倍數的

整數之和. 

 解題思想 

(a) 在大於( > ) 400, 但小於( < ) 600 的整數中, 3的倍數

為3n, 則有, 

2003.1336003400  nn . 

所以3的倍數有 661134199  個. 

同理, 7的倍數有, 

7.851.576007400  nn . 

所以3的倍數有 2815885  個. 

21的倍數有, 

6.280.1960021400  nn . 

所以3的倍數有 912028  個. 

故同時是3和7的倍數有 8592866  個. 

(b) 由(1)知,  

14014
2

)8558(28
7)855958(7 


 S . 

 

例10. (2013)某慈善機構在剛成立的第一年內, 收到捐款4 百

萬元, 而支出是3 百萬元. 假設捐款每年遞增1 百萬元, 支

出每年增加14%, 而剩餘的款項則滾存至下一年度. 

(a) 問下列年度收到多少捐款(以百萬元計)? 

(i) 第三年；(ii) 第 n 年. 

(b) 問首20 年的總支出是多少(以百萬元計)? 

澳大數 B 試題 
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(c) 問首20 年收到的捐款總數會否少於首20 年的總支

出? 試解釋原因. 

 解題思想 

(a) 第一年, 4百萬, 捐款每年遞增1 百萬元. 

第二年, 5百萬, 第三年6百萬. 

第n年, 314  nn 百萬.(等差數列) 

(b) 第一年支出3百萬, 支出每年增加14%.(等比數列) 

問首20 年的總支出是, 

 
273

14.11

14.113
14.1314.133

20
19 




 S 百萬. 

(c) 問首20年收到的捐款總數為

270
2

)234(20
2354 


  百萬. 

故首20 年收到的捐款總數會少於首20年的總支出. 

 

練習： 

1. (2014)若 4
)3(

1

3

1
)3(

2
1












 
cc

c
n

n , 求常數 

c 的值. 

A.
2

3
；   B.

3

8
 ；  C.

3

5
 ；  

D.
4

7
；      E.以上皆不對 

2. (2013)求等比數列6, 3, 
4

3
,

2

3
 ,... 的第n 項. 

A.
22

3
n

 B.
12

3
n

 C.
n2

3
 D.

)2(3

1
2n

 E.
)2(3

1
1n

 

3. (2012)陳先生把 $10,000 存入一間銀行, 利息以單利息

計算. 兩年後, 他獲得本利和 $11,600. 

a. 求年利率。 

b. 之後陳先生把本利和共 $11,600 全部存入另外一間

銀行, 年利率18%, 以複利息每月計算一次. 求兩年後的

本利和, 答案準確至最接近分.(注意：$1 等於100 分) 

4. (2012)已知a、b、c、d、e、f 是一個等差數列. 若a + d = 

13，c + e = 22，求這個數列各項之和. 
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A. 50  B. 51  C. 54  D. 57  E. 60 

5. (2010)數列 …, a, b, c, d, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, …  的

每一項為其左面前兩項之和, 求a. 

A. 0     B. 1    C. 3 

D. -1    E. -3 

6. (2010)若數序  32 kkk 的無限項之和是
2

1
, 求 k. 

A. 無解    B. 
3

1
      C. 

2

1
  

D.
2

1
  或 1       E. 

3

1
或 1 

 

【作業】 

同步練習冊 P19~22 習題一、二、三 

深化拓展（供有能力的同學參考） 

1. 已知數列 na 的前 n 項和是 nS , 且  *1
2

1
NnaS nn  . 

(1) 求數列 }{ na 的通項公式； 

(2) 設    *

13 1log NnSb nn   , 求適合方程
51

25111

13221


nnbbbbbb

 的正整

數 n 的值. 

2. (2014 聯招)在數列 na 中, ,,3,2,1,
2

21
1,1 11 











  n

n
a

n
aa nn  

(1) 432 ,, aaa ； 

(2)求數列 na 的通項公式. 

3. (2013)數列{an}滿足 11 a , 且 321  nn aa . 

(i)證明{an+3}是等比數列； 



 

2014/2015 學年教學設計獎勵計劃獲獎作品 

35 

(ii)設
   3log3log

1

122 


nn

n
aa

b , 求數列{bn}的前 n 項和 Sn. 

4. (2012 聯招)設等比數列{an}的首項 01  aa , 公比
2

1
q . 數列 }{ nb 的前 n 項和

nnSn 32  . 

(I) 求{an}和 }{ nb 的通項； 

(II) 是否存在正數 p 和 r 使 rab npn  log 對任意正數 n 都成立? 若存在, 求

p 和 r；若不存在, 說明理由. 
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試教評估 

本專題是研究數列的教學 。從函數的觀點、模型的觀點、離散的角度認識數列。

將函數知識與數列關聯來理解數列的定義； 等差數列的通項公式是一次函數, 等差

數列的前 n 項和公式是常數項為 0 的二次函數；等比數列的通項公式是指數函數,  

前 n 項和公式為 nAqAy  (關於 n 的一個指數式與一個常數的和構成的, 指數式的

係數與常數項互為相反數)；數列的極限是函數極限的特殊化；數學歸納法是中學常

應用的一個推理方法, 常用來證明與正整數相關的命題；日常生活中的許多問題, 如

貸款、利率、折扣、人口的增長、放射物質的哀變都可以用等差數列或等比數列來

刻畫。 

最好的教學方法是適合。在教學上從數列中的小故事入手, 增強學生學習的興

趣, 在教學上概念的理解上與函數關聯, 將數列的知識點與函數專題緊密的連接起

來, 前後呼應。學生理解起來就容易得多, 學生也勇於表達他們的思想, 提昇了數學

的表達能力。 

在解題上又分求數列的通項 )(nfan  、前 n 項和公式 )(ngSn  、知 3 求 2、巧

設對稱項、數列的極限分別進行。對每一種題型認真的了解試題的條件以及所求、 分

析解決問題的方法、 最後認真的總結。這一過程正是著名數學教育家 Polya(1957)

在《怎樣解題》(How to solve it？)提出問題解決的四個階段： 了解問題、擬定計劃、

執行計畫、回顧(Polya, 1957, p.5-15)。數學課堂不僅僅只是與學生討論數學而已，重

要的是培養主動學習、理性的批判思考。 

同時將數列知識應用於日常問題中, 特別地增加了利率專題, 並用這些知識解

決澳大數 B 的考題中。學生享受學習的樂趣, 提昇學習的效率。 
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反思與建議 

懂得獨立思考的孩子擁有一身受用的智慧(2012, 孫玉梅, p.24). 如何讓我們的

學生真正具有獨立思考的能力, 我想到了關聯一詞(Connection)。我們先學習了函數

專題, 如何從函數過度到數列?  

關於“關聯”, 美國數學教師協會 2000 年頒佈的《學校數學的原則和標準》

（NCTM，2000）中, 是這樣闡述的： 

 在數學思維中認識和使用關聯(recognize and use connections among 

mathematical ideas) 

 了解數學思維如何相互關聯, 並能形成協調的整體(understand how 

mathematical ideas interconnect and build on one another to produce a coherent 

whole) 

 認識和應用數學中的關聯(recognize and apply mathematics in contexts outside 

of mathematics) 

數學教學如何幫助學生建立數學知識之間的關聯，幫助學生達到關聯性的理解

呢？ 

一、 數列中的函數思想 

數列的通項和數列的前 n 項和是 n 的函數, 即 )(nfan  或 )(ngSn  , 它是函數

)(xfy  的特殊化。 

(一)、運用函數思想理解數列的定義 

在講解數列的定義時, 可以與函數定義對比, 例如奇

數列 1, 2, 3, …, 它的通項為 12  nan . 而對應的函數為

12  xy .(右圖)函數 12  xy 的圖像中將它的定義域取

為{1, 2, 3, …}, 則數列 12  nan 的圖像不具備連續性, 

而是一係列孤立的點, 這些點在直線 12  xy 上, 從數和

形上體會數列作為函數的特殊性.  

 

(二)、運用函數思想理解等差數列 
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由等差數列的通項公式 dnaan )1(1  , 變形為 )( 1 dandan  為一次函

數. 因此等差數列具有一次函數的性質, 把過來若數列的通項是一次函數, 則它一

定是等差數列(例如 p13 的練習). 

再由等差的前 n 項和 d
nn

naSn 



2

)1(
1 , 變形為 n

d
an

d
Sn 










22
1

2 . 為

常數項為 0 的二次函數. 在教學中若我們將通項與一次函數、前 n 項和與二次函數

結合起來, 使問題簡單化, 用函數思想解決. 例如 P29 頁中 2014 兩校題中的第二問, 

教案中的例 7. 

例 7. (2014)已知等差數列 na 中, 0,9 831  aaa . 

(1)求數列 na 的通項公式 na ； 

(2)當 n 為何值時, 數列 na 的前 n 項和 nS 取最大值, 並求該最大值. 

 解題思想 點評 

(1) 要求等差數列的通項, 先求首項與公差. 由已知條

件, 只須求公差 d. 

因為 0720 1183  dadaaa , 

20992092 1  ddda . 

所以

112)2()1(9)1(1  nnadnaa nn . 

求通項公式是兩校

每年的必考題型. 本

題中的已知條件： 

等差數列、首項. 所

以只須求得公差就

行. 而另一個已知條

件 083  aa 創造了

條件. 

(2) 法 1： 

由 )2(
2

)1(
9

2

)1(
1 







nn
nSd

nn
naS nn  

25)5(10 22  nSnnS nn . 

所以當 5n 時, nS 取最大值, 最大值為 25. 

法 1 是由前 n 項和得

出常數為 0的二次函

數, 然後用配方法求

最值, 這就是在函數

部他常用的求最值

的方法. 
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法 2： 

由(1)知數列為遞減數列, 要使 nS 取最大值, 則每

一項為正數. 

令 5.501120  nnan . 

所以當 5n 時, nS 取最大值. 最大值為

25135795 S . 

 

法 2 是從函數(數列)

的單調性知該數列

為遞減數列, 要使

nS 取最大值, 只須

找出全部的正數項

即可, 求出最後一個

正數項是破題的關

鍵. 

 

(三)、運用函數思想理解等比數列 

由等比數列的通項公式 1

1

 n

n qaa ,為指數函數的模型, 當 1q 時, 等比數列的

前 n 項和
q

qa
S

n

n





1

)1(1 , 變形為 n

n q
q

a

q

a
S 







11

11 , 可寫為 n

n AqAS  關聯

nAqAy  (關於n的一個指數式與一個常數的和構成的, 指數式的係數與常數項互

為相反數). 例如 P15 頁中的練習題： 

(2013 聯招)等比數列的前 n 項和 cabS n

n  , 其中 a, b, c 為常數, 則(  C  ). 

A. 0ba   B. 0 cb   C. 0 ca   D. 0 cba  

分析：由等比數列的前 n 項和 n

n AqAS  , 可將 cabS n

n  寫為

0)(  caacbacS n

n . 

二、 數列的解題技巧與方法 

數列是特殊的函數, 其中通項公式 )(nfan  與前 n 項和公式 )(ngSn  是函數

思想的直接應用. 數學歸納法常用來證明與正整數相關的命題, 數列的極限主要的

是分式極限與和式極限. 

(一)、數列的通項 
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數列的通項是指的數列項與項數之間的關係, 通常用解析式 )(nfan  表示, 

是近年來每年的必考題(兩校與聯招), 常見的數列的求法有以下幾種：  

1. 觀察法 

觀察法是觀察各項的特點, 找出項與項數 n 的關係. 例如教案中 P6 頁中例 1： 

例 1. 寫出下列數列 na 的一個通項公式? 

(1) ,
17

16
,

10

9
,

5

4
,

2

1
；  (2) ,

54

1
,

43

1
,

32

1
,

21

1





 ； 

(3) ,
14

6
,

11

5
,

8

4
,

5

3
. 

 提示 答案 

(1) 3. 分子是項數的平方； 

4. 分母比分子大 1. 
12

2




n

n
an  

(2) . 正負號交替出現； 

. 分子為常數 1； 

. 分母為項數與項數大 1 的兩數之積 

)1(

1
)1(




nn
a n

n

 

(3) . 分子、分母均為一等差數列； 

. 分子首項為 3, 公差為 1； 

. 分母首項為 5, 公差為 3. 

23

2






n

n
an  

 

2. 公式法 

如果已知數列是等差數列, 其通項公式為 dnaan )1(1  , 或者數列是等比數

列, 則它的通項公式為 1

1

 n

n qaa . 只需要求得首項, 公差或者公比. 有時條件是直

接給出的, 但有時是間接給出的, 等差或等比多是隱藏在遞推公式中的. 在習題中

有：  
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已知數列 na 中, 若 2,2 11   nn aaa , 則數列的通項公式為_________. 

數列是等差數列, 它的條件是由遞推公式 21  nn aa 給出的, 即 21  nn aa , 

公差 d 為 2, 所以由等差數列的通項公式為 2)1(2  nan , 即 nan 2 .  

3. nS 法  

已知 nS , 求 na 的方法：














2

1

,1

1

n

n

SS

S
a

nn

n . 

(2013 聯招)設數列{an}的前 n 項和 nnSn 22 2  , 則 an  =______________. 

解法 過程 

法 1 
由 nnSn 22 2  , 則有 

0221 a . 

當 2n 時, 1 nnn SSa  

               )1(2)1(222 22  nnnn  

44  n . 

當 1n 時, 適合上式.  

故 44  nan . 

法 2 
因為 nnSn 22 2  , 它為二次函數且常數項為 0, 所以數列一定是等差數列. 

42222,022 2

21  aa . 

40412  aad , 

444)1(1  nnaan . 

 

法 1 就是由前 n 項的和, 求通項的常用方法：先求第一項 11 Sa  , 再由前 n 項的
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和減去前n-1項的和得到 1 nnn SSa . 第一項可不可以並進去就要看 1n 時代入驗證. 

法 2 是由前 n 項和的形式斷定此數列是等差數列, 求首項與公差, 就可以求數列的通項. 

4. 數學歸納法 

由遞推公式求出前幾項的值, 通過觀察歸納出通項公式並加以證明. P26 中的作

業： 

設正數列 }{ na 的前 n 項和為 nS , 且 











n

nn
a

aS
1

2

1
, 試推測出 na 的項公式, 並

用數學歸納法加以證明. 

解： 1n 時, 1
1

2

11

2

1
1

1

11

1

11 
















 a

a
aa

a
aS ； 

又 12
1

2

11

2

1
2

2

221

2

22 
















 a

a
aaa

a
aS  

23
1

2

11

2

1
3

3

3321

3

33 




















 a

a
aaaa

a
aS  

猜想 1 nnan . 

用數學歸納法證明如下： 

(1)當 n=1 時, 由上知猜想式成立. 

(2)假設當 n=k 時, 猜想式成立, 即 1 kkak . 

那麼當 n=k+1 時, 有 















1

11

1

2

1

k

kk
a

aS . 











































1

11

1

11

1

2

11

2

11

2

1

k

kk

k

k

k

kkk
a

aa
a

a
a

aaS   
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即 


























1

11

1

2

1

1

1
1

2

1

k

kk
a

aa
kk

kk  

012 1

2

1   kk aka . 

解得： kkak  11 . 

綜上, 由(1)(2)知猜想式 1 nnan 成立. 

當然求數列的通項還有好多的方法, 如：累加法、累乘法、迭代法等等, 文科班

的學生掌握最基本的方法就行.  

(二)、數列的前 n 項和 

求數列的前 n 項和往往要借助於通項公式, 即先有通項公式, 再在分析數列通

項公式的基礎上, 分解或者轉化為基本數列求和. 

1. 公式法 

對等差數列、等比數列, 求前 n 項的和 nS 可直接用等差數列、等比數列的前 n

項和公式進行求解. 運用公式求解時, 首先要確定公式適用於這個數列, 再用公式

計算. P16 中例 5： 

例 5. 已知在等差數列 na 中, 19,10 74  aa , 求數列的前 15 項和 15S . 

分析：由 d
nn

naSn 



2

)1(
1 知 daS 




2

1415
15 115 , 只要求得首項 1a 與公差

d 即可.  

又由 19,10 74  aa , 可得, 








196

103

1

1

da

da
, 由此, 得









3

11

d

a
 

所以, 330371515
2

1415
15 115 


 daS . 
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2.  裂項相消法 

裂項相消法是通過數列的通項找到裂項的規律, 將數列的一項拆成兩項或者多

項, 使得前後項相抵消, 從而求出數列的前 n 項的和. 第 28 頁例 2. 

例 2. 已知數列 na 的通項公式是
)1(

1




nn
an , 則 100S _______. 

基礎好的學生能很快知道答案, 基礎差的學生是不能動筆的, 可以按步驟提示： 

1.寫出
101100

1

32

1

21

1
100








 S ； 

2. 提示：
1

11

)1(

1







nnnn
an , 得

101

1

100

1

3

1

2

1

2

1
1100  S ； 

3. 裂項相消, 
101

100

101

1
1100 S . 

3. 錯位相減法 

錯位相減法是一種常用的數列求和的方法, 應用於等比數列與等差數列相乘的

形式. 

習題中,  032 32  anaaaaS n

n  . 

解：當 1a 時, 
2

)1(
321




nn
nSn  . 

當 1a 時, n

n naaaaS  32 32  

132 )1(2  nn

n naanaaaS   

兩式相減得, 132  nn

nn naaaaaaSS  . 

所以
  1

1

1
)1( 




 n

n

n na
a

aa
Sa . 即

 
  a

na

a

aa
S

nn

n










11

1 1

2
. 
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這個數列的通項是 n

n naa  , 系數是 1, 2, 3, …, n, 是等差數列；含有字母 a 的

數列是 naaaa ,,,, 32  , 是等比數列, 符合錯位相減法的數列特點. 在解題時要

根據 a 的取值進行分類的討論：當 1a 時, 是等差數列, 直接運用公式求值； 而

1a 時, 用等比數列的求和公式, 可以得出結果. 

4. 分組求和 

分組求和法是對一類既不是等差數列, 也不是等比數列的數列, 若將這類數列

適當的拆開, 可分為等差、等比或常見的數列, 然後分別求和, 再將其合並. 

例 5. 數列 ,
16

1
4,

8

1
3,

4

1
2,

2

1
1 前 n 項的和為(B). 

A.
22

1 2 nn
n


         B. 1

22

1 2





nn

n
 

C.
22

1 2 nn
n


       D.

22

1 2

1

nn
n





. 

分析： 









nnnn nSnS
2

1

2

1

2

1
)21(

2

1

4

1
2

2

1
1

2
  

nn

n

n

nn
S

nn
S

2

1
1

2

)1(

2

1
1

2

1
1

2

1

2

)1(































 , 故選 B. 

(三)、知 3 求 2 

在等差(比)數列中, 涉及五個元素 )(,,,,1 qdSnaa nn 之間的關係, 通常是

“知 3 求 2”,需要用方程組聯立求解. 為了提高解題速度, 必須掌握各種元素之間

關係的變式公式. 如 

等差 11 )()1(  nnmn SSdmnadnaa  

d
nn

na
aan

S n
n 







2

)1(

2

)(
1

1  
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等比 
1

1

1 

  nn

mn

m

n

n SSqaqaa  

 






















)1(

11

)1(

1

11

1

q
q

qaa

q

qa

qna

S
n

n
n  

 

第 16 頁中, 例 6. 已知在等比數列 na 中, 
8

7
3,

2

1
5  Sq ,求 51, aa . 

分析：已知條件有公比 q, 前 5 項的和 5S , 以及項數 5n , 求首項 1a 與第 5 項 5a .不

少同學是用等比數列的公式, 由
8

7
35 S , 得

 
q

qa
S






1

1 5

1
5 , 即

2
8

7
3

2

1
1

2

1
1

1

5

1


























a

a

, 而列不出式子的同學則引導學生從前 5 項的定義出發, 

由
8

7
35 S 得

8

7
34

1

3

1

2

111  qaqaqaqaa , 代入 q 可求 1a , 然後再求 5a . 

(四)、巧設“對稱項” 

若三個數成等差數列, 可設三個數分別為： daada  ,, ；若三個數成等比

數列, 可設三個數分別為： aqa
q

a
,, . 在第 17 頁的例 7 以及習題中有所涉及. 

(五)、由等差(比)數列, 求遞推數列的通項 

近幾年的高考題型中有條件給出數列的遞推公式, 先證明一個數列是等差或等

比數列, 然後再求數列的通項公式, 第 18 頁中： 

例 8. 已知數列 na 滿足 12,1 11   nn aaa ,  *1 Nnab nn  .  

(1) 求證 nb 是等比數列； 
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(2) 求 na 的通項公式. 

分析：(1)要證 nb 是等比數列, 只須證
n

n

b

b 1 為常數. 又 1 nn ab ,  

2
1

112

1

1
1 11

11 








 



n

n

n

n

n

n
nn

a

a

a

a

b

b
ab . 

(2)只要求出了 nb 的通項公式, 就可以求出 na 的通項公式. 

(六)、數列的極限 

數列的極限是對無窮數列而言的, 數列的極限是函數極限的特例. 幾個重要的

極限是數列極限四則運算的基礎, 在理解上可以從函數的圖像上得到理解. 

 

0
1

lim 
 nn

 

 

CC
n




lim (C 為常數) 

 

 10lim 


qqn

n
 

數列的極限主要包括分式極限與和式極限. 對於分式的極限, 通常為



型, 一

般是分子、分母同除以 n 的最高次冪後現計算. 在計算之後引導學生發現以下的規

律： 

1.分式極限中, 分子的次數一定不能高於分母的次數； 

2.一般是分子分母同除以 n 的最高次數； 

3.分子的次數低於分母, 極限為 0； 
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4.分子分母同次, 則極限為是分子分母中最高次項的係數之比. 

對於和式極限, 應先化無窮項的和為有限項的和, 然後再求極限. 

三、 數列的應用 

日常生活中遇到的許多問題, 如貸款、利率、折扣、人口的增長、放射物質的

哀變都可以用等差數列或等比數列來刻畫(李忠海、王家鏵, 2006, p.220)。 

(一)、利率問題 

在澳大的高考題中每年都會涉及利率問題, 利率分中單利率與複利率, 複利中

又分：年、半年、季、月、以及連續復利率. 首先要理解幾個重要的概念.  

本金 存入銀行(或從銀行借)的錢 

利息 取款時銀行多針出來的錢 

利率 利息與本金的比值 

單利率 單利息 = P * r * n.     

其中: 

       p = 本金； r = 利率； n = 年期 

複利率   本金和利息作為下一階段的本金.  

 

年 nrpF )1(   

半年 
nr

pF 2)
2

1(   

季 
nr

pF 4)
4

1(   

月 
nr

pF 12)
12

1(   
 

連續複利 nrpeF  . 其中p—本金； n—年期； r—利率. 

在教學中我會帶著學生推導年期的複利率公式, 它就是一個等比數列, 其它讓

學生發現它們的規律並學會使用. 

(二)、兩校試題 

近五年來兩校試題中數列一定有一道大題, 且數列的通項是必考的題型。數列
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是特殊的函數, 對數列的考題中突出了函數思想. 

年份 主要題型 試題分析 

2014 
已知等差數列 na 中, 0,9 831  aaa . 

(1)求數列 na 的通項公式 na ； 

(2)當 n 為何值時, 數列 na 的前 n 項和 nS 取

最大值, 並求該最大值. 

等差數列的通項公式, 

等差數列的前 n 項和

與二次函數的綜合. 

中等難度. 

2013 已知等比數列 na 中, 32 aa  是 1a 與 2a 的等

差中項, 且
2

1
1 a , 公比 1q . 

(1)求數列 na 的通項公式； 

(2)已知數列 nb 滿足： 

 Nnnbababa nn ,122211  , 求數列

 nb 的前 n 項的和 nS . 

等比數列的通項公式, 

等比數列的前 n 項和. 

中等難度. 

2012 
已知數列 na 中, 

n

n
a

aa
4

1
1,1 11   , 

12

2




n

n
a

b 其中 Nn . 

(1)求證：數列 nb 是等差數列； 

(2)求數列 na 的通項公式. 

證明數列為等差數列, 

在此基礎上求數列的

通項公式. 中等難度. 

2011 已知數列 na , 部分和





n

i

nin aaaaS
1

21  , 首項 51 a , 且

求通項及前 n 項的和. 

此題要求的技巧較強. 

難度太高.  
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n

nn Sa 372 1   , 求 na 及 nS . 

2010 數列 na 的前 n 項和 )( NnnpaS nn  且

1,21  paa , 

(1)求數列的首項 1a 及常數 p 的值； 

(2)若 aa 2 , 用 a 表示 543 ,, aaa , 並由此求

出數列 na 的通項公式. 

由前 n 項的和求數列

的首項, 前幾項, 並

由此求數列的通項公

式. 中等難度. 

 

(三)、澳大試題 

澳大數B的考試大剛中對於數列的要求是：等差數列及等比數列、前n項和、 等

比數列無限項之和。在百分數中, 盈利和虧蝕、折扣、單利息和複利息、增長及折

舊, 澳大數B中注重數列知識的具體應用。 

年份 主要題型 試題分析 

2014 (a)大於( > ) 400, 但小於( < ) 600 的整數中, 有

多少個是 3 或 7 的倍數？ 

注意：同時是3 和7 的倍數，如441和525等

數字亦包括在內. 

(b)求大於( > ) 400，但小於( < ) 600，而又是7的

倍數的整數之和. 

等差數列的通項, 

項數, 與前n項的和. 

2013 某慈善機構在剛成立的第一年內, 收到捐款4 

百萬元, 而支出是3 百萬元. 假設捐款每年遞

增1 百萬元, 支出每年增加14%, 而剩餘的款項

則滾存至下一年度. 

(a)問下列年度收到多少捐款(以百萬元計)? 

(i) 第三年；(ii) 第 n 年. 

(b)問首20年的總支出是多少(以百萬元計)? 

(c)問首20年收到的捐款總數會否少於首20年的

總支出? 試解釋原因. 

等差數列的通項, 

前n項的和； 

 

等比數列的通項, 

前n項的和. 

2012 陳先生把 $10,000 存入一間銀行, 利息以單利

息計算. 兩年後, 他獲得本利和 $11,600. 

單利率, 複利息以

月計算. 
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a. 求年利率。 

b. 之後陳先生把本利和共 $11,600 全部存入另

外一間銀行, 年利率18%, 以複利息每月計算一

次. 求兩年後的本利和, 答案準確至最接近

分.(注意：$1 等於100 分) 

2011 若複利息每月計算一次, 且年利率為12%, 本金 

$P 在兩年後的本利和是多少？ 

A. 2%)121($ P    B. 24%)121($ P  

C. 2%)11($ P             D. 24%)11($ P  

E. 4%)61($ P  

複利息以月計算 

2010 
若數序  32 kkk 的無限項之和是

2

1
, 求 k. 

A.無解      B.
3

1
      C. 

2

1
  

D.
2

1
  或 1           E.

3

1
或 1 

等比數列的無限項

之和 
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